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可调焦双稳系统随机共振特性及应用研究∗

黄玉杨ꎬ黄咏梅∗ꎬ林　 敏
(中国计量大学计量测试工程学院ꎬ浙江 杭州 ３１００１８)

摘　 要:为克服经典双稳系统存在的饱和特性ꎬ增强随机共振效应ꎬ采用抛物线代替经典双稳势函数两外侧曲线ꎬ构建了焦

距可调的双稳势函数ꎬ建立了势函数焦距与克莱默斯(Ｋｒａｍｅｒｓ)逃逸率和系统输出信噪比的近似解析关系ꎮ 可调焦双稳势函

数通过焦距的调节可以改变能量的聚集ꎬ特别是与随机共振效应相关的输出信号信噪比值的变化ꎮ 理论分析与数值仿真结

果表明ꎬ调节势函数的焦距大小能有效控制微弱信号和噪声的相互作用ꎬ使得输出信号能获取更多的能量ꎬ提高系统输出信

噪比ꎮ 将所提出的可调焦双稳系统应用于涡街信号检测ꎬ并使用遗传算法对势函数焦距等参数自适应寻优ꎬ可以获得较强的

随机共振效应ꎬ准确获取涡街信号频率ꎮ
关键词:信号处理ꎻ随机共振ꎻ可调焦双稳系统ꎻ涡街流量计ꎻ参数寻优
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　 　 近年来ꎬ非线性科学不断发展ꎬ随机共振理论为

强噪声背景下微弱信号检测提供了新方法ꎮ 但是ꎬ
随机共振需要信号、噪声和系统三者协同作用才能

产生[１]ꎮ 为了使随机共振能更好地应用于工程实

际信号处理ꎬ人们相继提出了二次采样[２]、双调

制[３]、尺度变换[４]、参数调节[５]等方法ꎬ应用于旋转

机械故障检测[６]、低浓度气体检测[７]、液体成分检

测[８]、图像增强[９]等领域ꎮ

经典双稳势函数是目前应用最为广泛的势函

数ꎬ针对势函数存在的饱和特性ꎬ赵文礼等提出了不

同类型的分段势函数ꎬ以双稳势函数的势阱底或势

垒顶位置作为分段点ꎬ每段函数分别采用一次函

数[１０－１１]、二次函数[１２]、指数函数[１３]等形式ꎮ 这些势

函数通过改变经典双稳势函数外侧的非线性形式来

影响饱和特性和输出信号的幅值大小ꎮ 但随机共振

效应的强弱并非由输出信号的幅值大小决定ꎬ而是
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由系统的非线性与噪声相互作用产生的输出信号信

噪比大小决定ꎮ 因此ꎬ需要考虑无序的噪声与势函

数作用产生的能量聚集ꎬ而具有焦点的抛物线型势

函数则有着能量聚集的特性ꎮ
为增强随机共振效应ꎬ提高系统能量聚集能力ꎬ

构建一外侧曲线为抛物线的势函数ꎬ通过调节抛物

线焦距ꎬ改变系统非线性特性ꎬ特别是能量的聚集能

力ꎬ建立焦距与 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸率和输出信噪比的解

析式ꎬ分析了焦距对系统的饱和特性以及随机共振

效应的影响ꎬ通过焦距的调节可以控制微弱信号和

噪声相互作用ꎬ提高系统输出信噪比ꎮ
将该系统用于涡街流量计信号处理ꎬ以输出信

噪比作为衡量指标ꎬ通过遗传算法自适应调节焦距

等参数ꎬ提高小流量涡街信号的输出信噪比ꎬ准确获

取涡街信号频率ꎮ

１　 可调焦双稳势函数

受到周期信号 Ｓ( ｔ)与噪声 Ｎ( ｔ)作用的双稳系

统可以由 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 方程描述:
ｄｘ / ｄｔ＝ －Ｖ′(ｘ)＋Ｓ( ｔ)＋Ｎ( ｔ) (１)

式中ꎬＳ( ｔ)＝ Ａ０ｃｏｓ(２πｆ０ ｔ)为输入的周期信号ꎬ其中

Ａ０ 为信号幅值ꎬｆ０ 为信号频率ꎻＮ( ｔ)为高斯白噪声ꎻ
经典双稳势函数 Ｖ(ｘ)如式(２):

Ｖ(ｘ)＝ － ａ
２
ｘ２＋ ｂ

４
ｘ４ (２)

式中ꎬａ、ｂ为势函数的参数ꎬ经典双稳势函数有两个

稳定点ꎬ位置为 ｘｍ ＝ ± ａ / ｂ ꎬ分别对应两势阱底部的

位置ꎬ势阱宽度 ｗ ＝ ２ ａ / ｂ ꎬ有一个不稳定点ꎬ位置

为 ｘｎ ＝ ０ꎬ势垒高度 ｈ＝ａ２ / ４ｂꎮ

图 １　 可调焦双稳势函数曲线

当 ｘ较大时ꎬ势函数 Ｖ(ｘ)中 ｘ的四次方项起主

要作用ꎬｘ 的微小增加使势能快速增大ꎮ 因此在经

典双稳系统中ꎬ当输出信号幅值到达一定程度时ꎬ系
统出现饱和现象ꎮ

构建可调焦双稳势函数 Ｕ(ｘ)可用式(３)表示ꎬ
当 ａ＝ １、ｂ＝ １、Ｐ＝ １ 时ꎬ对应的曲线如图 １ 所示ꎮ
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－ ａ
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ｘ∈ －∞ ꎬ－ ａ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ ａ
２
ｘ２＋ ｂ

４
ｘ４ ｘ∈ － ａ

ｂ
ꎬ ａ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ２

４Ｐ
－ａ

２

４ｂ
－ ａ
４ｂＰ

ｘ∈ ａ
ｂ
ꎬ∞

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(３)

该势函数以经典双稳势函数两稳定点为分界

点ꎬ外侧为抛物线ꎬ其焦距为 Ｐꎬ大小可调ꎬ内侧保持

原经典双稳势函数形式ꎬ将经典双稳势函数外侧的

势能与位移之间的四次方关系转换为二次方关系ꎮ
势函数外侧对应抛物线顶点位置为 ( ０ꎬ － ａ２ / ４ｂ －
ａ４ｂＰ)ꎬ焦点 Ｆ 位置为(０ꎬＰ－ａ２ / ４ｂ－ａ４ｂＰ)ꎮ 当焦距

Ｐ分别为 １、２、３ 时ꎬ对应势函数曲线如图 ２ 所示ꎮ
焦距 Ｐ增大ꎬ抛物线焦点向上移动ꎬ势函数外侧开

度增大ꎬ焦距 Ｐ 减小ꎬ则反之ꎬ当焦距 Ｐ 过大时ꎬ势
函数外侧趋于水平ꎬ不具有双稳结构ꎮ 可见ꎬ调节焦

距 Ｐ 的大小可直接改变抛物线形状ꎬ从而改变系统

的非线性形式ꎬ进而改变信号、噪声与系统的协同作

用及能量的聚集ꎮ

图 ２　 不同焦距下可调焦双稳系统势函数曲线

２　 焦距大小与随机共振效应

２.１　 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸率

双稳态系统在两个稳态间发生跃迁的速度ꎬ即
为 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸率 Ｒꎮ 不同势函数的 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸

率不同ꎬ因此系统对微弱周期信号的响应速率不同ꎮ
Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸率越大ꎬ非线性系统能检测的周期信

号频率范围越宽[１４]ꎮ
从右势阱底部出发的布朗粒子 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸率

如式(４):

Ｒ－１
＋ ＝ １
Ｄ ∫

ａ
ｂ

０
ｅ

１
Ｄ － ａ２ ｘ

２＋ ｂ４ ｘ
４( ) ｄｘ ∫

ａ
ｂ ＋
ａ２Ｐ
ｂ

ａ
ｂ

ｅ－ １
Ｄ
ｘ２
４Ｐ－
ａ２
４ｂ－

ａ
４ｂＰ( ) ｄｘ

(４)
积分简化计算可得式(５):

Ｒ－１
＋ ≈ ａ

ｂ
( １＋ａＰ －１)ｅ

ａ２
４ｂＤ＋

ａ
４ｂＰＤ (５)

４６４１
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同理从左势阱底部出发的布朗粒子 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃

逸率如式(６):

Ｒ－１
－ ＝ １
Ｄ ∫

０

－ ａ
ｂ

ｅ
１
Ｄ － ａ２ ｘ

２＋ ｂ４ ｘ
４( ) ｄｘ ∫－

ａ
ｂ

－ ａ
ｂ ＋
ａ２Ｐ
ｂ

ｅ－ １
Ｄ
ｘ２
４Ｐ－
ａ２
４ｂ－

ａ
４ｂＰ( ) ｄｘ

(６)
积分简化计算可得式(７):

Ｒ－１
－ ≈ ａ

ｂ
( １＋ａＰ －１)ｅ

ａ２
４ｂＤ＋

ａ
４ｂＰＤ (７)

因此ꎬ可调焦双稳势函数的 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸率 Ｒ
如式(８):

Ｒ≈ ｂ
ａ

１
１＋ａＰ －１

ｅ－ ａ２
４ｂＤ＋

ａ
４ｂＰＤ( ) (８)

由式(８)可知ꎬＫｒａｍｅｒｓ 逃逸率与焦距 Ｐ 密切相

关ꎮ 调节势函数焦距的大小ꎬ可以改变 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃

逸率ꎮ
参数 ａ＝ １、ｂ＝ １ꎬ当焦距 Ｐ ＝ ３ꎬ可调焦双稳势函

数及经典双稳势函数的 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸率随噪声强度

变化曲线如图 ３ 所示ꎬ可调焦双稳系统的 Ｋｒａｍｅｒｓ
逃逸率明显大于经典双稳系统的 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸率ꎬ
可调焦双稳系统可以更好地与信号、噪声匹配ꎬ扩大

信号频率的检测范围ꎮ

图 ３　 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸率随噪声强度变化曲线

２.２　 输出信噪比

输出信噪比 ＳＮＲ 是衡量随机共振效应的重要

参数ꎮ 输出信噪比 ＳＮＲ 计算式如式(９)所示ꎮ

ＳＮＲ＝
∫∞
－∞
Ｓ(ω)ｄω

ＳＮ(Ω)
＝ π

Ａ０ｘｍ
Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｒ (９)

式中ꎬＳ(ω)为信号的功率谱密度ꎬＳＮ(Ω)为噪声平

均功率ꎬ将式(８)代入式(９)中ꎬ可得式(１０):

ＳＮＲ＝ π
Ｄ２

Ａ２
０

１＋ａＰ －１
ｅ－ ａ２

４ｂＤ＋
ａ

４ｂＰＤ( ) (１０)

当信号幅值 Ａ０ ＝ ０.０５ꎬ焦距 Ｐ＝ ３ꎬ可调焦双稳势

函数及经典双稳势函数的系统输出信噪比随噪声强

度变化曲线如图 ４ 所示ꎬ可见ꎬ随着噪声强度的变

化ꎬ系统输出信噪比呈现明显的单峰曲线ꎬ且可调焦

双稳系统的输出信噪比明显大于经典双稳系统的输

出信噪比ꎬ说明可调焦双稳系统能提高对噪声无序

能量的利用率ꎬ将更多的噪声能量转移至有序的信

号中ꎮ

图 ４　 输出信噪比随噪声强度变化理论曲线

当信号频率 ｆ０ ＝ ０.０１ Ｈｚꎬ信号幅值 Ａ０ ＝ ０.０５ꎬ噪
声强度 Ｄ ＝ ０.２ꎬ可调焦双稳系统的输出信噪比 ＳＮＲ
随焦距 Ｐ 变化理论及仿真曲线如图 ５ 所示ꎮ 理论

与仿真曲线趋势基本一致ꎬ随着焦距 Ｐ 的变化ꎬ输
出信噪比呈现先增大后减小的单峰趋势ꎬ表明存在

一个使信噪比值最大的焦距 Ｐꎬ能够有效聚集能量ꎬ
使非线性系统与信号、噪声更好地匹配ꎬ从而增强系

统的随机共振效应ꎮ
系统输出信噪比的理论分析和数值仿真结果表

明ꎬ调节焦距 Ｐ 的大小能影响系统能量的迁移ꎬ且
存在最优的焦距 Ｐ使得信噪比达到最大ꎮ

图 ５　 输出信噪比 ＳＮＲ 随焦距 Ｐ 变化曲线

２.３　 饱和特性的分析

当输入信号幅值 Ａ０ 分别为 ０.５ꎬ０.７５ꎬ１.０ꎬ１.２５ꎬ输
入信号频率 ｆ０ ＝ ０.０１ Ｈｚꎬ噪声强度 Ｄ ＝ ０ꎬ焦距 Ｐ ＝ ３
时ꎬ不同势函数下系统输出信号时域图如图 ６ 所示ꎮ
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从图中可以看出ꎬ增大输入信号幅值ꎬ对于经典双稳

系统ꎬ输出信号的幅值基本不变ꎬ系统出现饱和现象ꎬ
而可调焦双稳系统的输出幅值则随着输入的增加而

增加ꎬ且输出信号幅值大于经典双稳系统ꎮ

图 ６　 经典双稳系统与可调焦双稳系统

输出信号时域图

３　 基于遗传算法的参数寻优及涡街信
号处理

　 　 随机共振效应与势函数焦距密切相关ꎬ不同焦

距具有不同的随机共振效应ꎬ获取最优焦距是随机

共振能否成功应用于工程信号处理的关键ꎮ 遗传算

法是通过模拟达尔文进化论中优胜劣汰的规则自适

应搜索最优解的方法ꎬ可进行多参数寻优ꎬ因此在应

用于实际涡街信号处理中ꎬ通过遗传算法对参数进

行寻优ꎮ
３.１　 涡街信号特点及信号预处理

涡街流量计是近几年来发展较快的流量计之

一ꎬ大多通过压电传感器测量漩涡压力的周期变化

得到管道中流体流速ꎮ 在工业现场使用时ꎬ涡街信

号容易受现场噪声干扰ꎬ因此输出信号由周期涡街

信号及现场噪声信号两部分叠加而成ꎬ在小流量测

量时ꎬ涡街信号容易被噪声淹没ꎮ 涡街信号频率 ｆ０
与管道内流体流速 Ｕｖ 成正比[１５]ꎬ旋涡频率 ｆ０ 如式

(１１)所示:

ｆ０ ＝Ｓｒ
Ｕｖ
ｍｄ

(１１)

式中ꎬＳｒ为斯特劳哈尔数ꎬｄ为旋涡发生体迎流面宽

度ꎬｍ 为管道系数ꎬ在测量过程中ꎬ这些参数均为

常数ꎮ
输出信号幅值与旋涡升力对应ꎬ与管道内流体流

速 Ｕｖ 成二次方关系ꎬ旋涡升力 ＦＬ 如式(１２)所示:

ＦＬ ＝
１
２
ＣＬρＵ２

ｖ (１２)

式中ꎬＣＬ 为涡街流量计升力系数ꎬρ 为管道内流体

密度ꎮ
当信号和噪声作用于随机共振系统ꎬ根据绝热

近似理论ꎬ在小参数条件下才有可能产生随机共振ꎬ
因此涡街信号直接输入系统ꎬ并不一定与系统参数

匹配ꎬ信号输入系统前需要对信号进行预处理ꎬ对频

率进行调制ꎬ对幅值进行归一化ꎮ
信号频率调制如式(１３)所示:

Ｗ( ｔ)×Ｓ( ｔ)＝ ｃｏｓ(２πｆｃ ｔ)[Ａ０ｃｏｓ(２πｆ０ ｔ)＋Ｎ( ｔ)] ＝
Ａ０

２
ｃｏｓ[２π( ｆ０－ｆｃ) ｔ]＋

Ａ０

２
ｃｏｓ[２π( ｆ０＋ｆｃ) ｔ]＋

Ｎ( ｔ)ｃｏｓ(２πｆｃ ｔ)＝ Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３ (１３)
式中ꎬＳ( ｔ)为涡街流量计输出信号ꎬ信号幅值为 Ａ０ꎬ
Ｎ( ｔ)为信号中叠加的噪声信号ꎬＷ( ｔ)为调制信号ꎬ
ｆｃ 为调制信号频率ꎬ信号调制后得到输出信号 Ｓ１、Ｓ２
及 Ｓ３ꎬ其中 Ｓ１ 的信号频率 Δｆ ＝ ｆ０ －ｆｃꎬ调制信号频率

ｆｃ 越接近被检信号频率 ｆ０ꎬ输入到随机共振系统的

信号频率越小ꎬ系统越容易产生随机共振ꎬＳ２ 和 Ｓ３
输出相比 Ｓ１ 非常微弱ꎬ可以忽略ꎮ

涡街流量计管道内介质流速大小不同ꎬ信号幅

值会有较大变化ꎬ因此信号输入随机共振系统前对

涡街信号进行归一化处理ꎬ如式(１４)所示:

Ｘ′＝Ｘ
－􀭵Ｘ
δ

(１４)

式中ꎬＸ′为归一化处理后信号ꎬＸ为原始涡街信号ꎬ􀭵Ｘ
为原始涡街信号均值ꎬδ为涡街信号标准差ꎮ
３.２　 遗传算法检测步骤

输出信号信噪比 ＳＮＲ 直接反应了随机共振的

强弱ꎬ因此以 ＳＮＲ 作为适应度函数筛选种群中的优

劣个体ꎮ 势函数焦距 Ｐ 直接影响系统非线性ꎬ选取

合适的 Ｐ 可利用更多噪声能量ꎬ转移至输出信号

中ꎬ增强输出信噪比ꎻ调制信号的调制频率越接近涡

街信号频率ꎬ越容易产生随机共振ꎬ通过 ｆ０ ＝ ｆｃ＋Δｆꎬ
可以得到被检信号频率ꎮ 因此使用遗传算法对焦距

Ｐ及调制信号频率 ｆｃ 进行自适应寻优ꎮ 图 ７ 为遗传

算法自适应寻优的流程图ꎮ
具体步骤如下:
①编码与解码

对焦距 Ｐ及调制信号频率 ｆｃ 同时寻优ꎬ将两参
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图 ７　 遗传算法寻优流程图

数对应的二进制编码组成编码长度为 ｌ 的染色体ꎮ
编码长度分别设置为 ｌ１、ｌ２ꎬ将其转换为{ａｌ２＋ｌ１ａｌ２＋ｌ１－１
􀆺ａｌ１ ａｌ１－１ 􀆺ａ２ａ１}的染色体ꎬ待优化变量的区间为

[ｘｍｉｎꎬｘｍａｘ]ꎬ染色体可解码还原ꎬ调制信号频率 ｆｃ 的
编码长度设置为 １６ꎬ焦距 Ｐ的编码长度设置为 ８ꎻ

②种群初始化

随机生成染色体ꎬ组成确定规模的初始种群ꎮ
将种群规模 Ｎ设置为 １００ꎬ进化代数 Ｍ设置为 ４０ꎻ

③遗传、交叉与变异

计算个体适应度ꎬ选择出优良参数串数据个体ꎮ
进行染色体交叉及变异ꎮ 将交叉概率设置为 ０.６ꎬ变
异概率设置为 ０.０５ꎻ

④终止

重复步骤③ꎬ判断是否达到终止规则ꎬ若最佳适

应度在 Ｍ 代没有明显变化ꎬ则视为收敛ꎬ输出该种

群中的最佳染色体ꎬ终止搜索ꎬ否则继续迭代ꎮ

图 ８　 涡街流量计实验装置示意图

４　 实验结果与分析

４.１　 实验装置

搭建涡街流量计实验装置如图 ８ 所示ꎬ通过工

作量器给出标准体积ꎮ 实验装置中涡街流量计精度

为 １.０ꎬ管道口径为 ５０ ｍｍꎬ流量计管道内发生体迎

流面宽度为 １４ ｍｍꎬ该流量计的量程为 ６０ ｍ３ / ｈꎬ斯
特劳哈尔数经实验标定后为 ０.１６７ ０ꎮ

图 １０　 可调焦双稳系统输出时域图及频域图

４.２　 数据处理与分析

选取小流量涡街信号进行实验分析ꎮ 信号采样

频率为 ２００ Ｈｚꎬ当流量为 ７.１６ ｍ３ / ｈ 时ꎬ采集到的涡

街信号时域图及频域图如图 ９ 所示ꎬ图 ９(ｂ)中信号

功率谱峰值非常微弱ꎮ 调制信号频率 ｆｃ 的搜索范

围设置为[１７ꎬ２７] Ｈｚꎬ焦距 Ｐ 的搜索范围设置为

[０ꎬ２０]ꎬ进行遗传算法自适应寻优ꎬ得到最优调制

信号频率 ｆｃ 为 １８.３９６ ６ Ｈｚꎬ最优焦距 Ｐ 为 ８.８７０ ６ꎬ
对应系统输出时域及频域图如图 １０ 所示ꎮ 从可调

焦双稳系统输出时域图中看出ꎬ涡街信号产生明显

周期性ꎬ从频域图中看出ꎬ信号的功率谱峰值明显增

强ꎬ产 生 随 机 共 振ꎬ 产 生 共 振 时 的 差 频 Δｆ ＝
０.００２ ３ Ｈｚꎬ该管道内流量的信号频率 ｆ０ ＝ ｆｃ ＋Δｆ ＝
１８.３９８ ９ Ｈｚꎬ计算可得流量为 ７. １２ ｍ３ / ｈꎬ误差为

０.７０％ꎮ 实验结果表明ꎬ通过可调焦双稳系统产生

的随机共振能准确获取涡街信号频率ꎮ

图 ９　 小流量涡街信号时域图及频域图
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５　 结论

随机共振效应与势函数形式及其参数有关ꎬ采
用可调焦距的抛物线代替了经典双稳势函数两外侧

的曲线ꎬ构建了一种新的可调焦双稳势函数ꎬ建立了

势函数焦距 Ｐ与系统 Ｋｒａｍｅｒｓ 逃逸率和输出信噪比

的近似解析关系ꎬ理论分析与数值仿真结果表明ꎬ调
节焦距 Ｐ 可改变系统非线性特性ꎬ并且存在最优的

焦距 Ｐ能有效聚集能量ꎬ使输出信噪比最大ꎬ随机

共振效应最为强烈ꎮ 与经典双稳势函数相比ꎬ可调

焦双稳势函数的随机共振效应更强ꎮ 将该系统应用

于涡街信号处理ꎬ通过遗传算法对势函数焦距 Ｐ 等

参数进行寻优ꎮ 实验结果表明ꎬ可调焦双稳系统产

生较强的随机共振ꎬ能准确获得小流量涡街信号频

率ꎬ具有较好的工程应用前景ꎮ
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